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Objetivo

El objetivo principal de esta tesis consiste en ilustrar como un enfoque de suficiencia basado
principalmente en la positividad de la segunda variacion, puede ser aplicado de manera exitosa
para obtener dos nuevos teoremas de suficiencia que dan respuesta al problema de control 6ptimo
de Lagrange con puntos fijos finales, dindmicas no lineales, y restricciones explicitas tiempo-
estado-control con desigualdades e igualdades.



Calculo de Variaciones: Introduccion




Calculo de Variaciones: Introduccion

e El cdlculo de variaciones es una extension de la teoria de los maximos y minimos de las
funciones diferenciables de una o mds variables continuas.

e Se desarroll6 a partir del problema de la curva braquistécrona, planteado inicialmente por
Johann Bernoulli (1696).

e Leonhard Euler fue el primero que elaboré una teoria del célculo variacional (1733).

e Tuvo su mayor auge en los siglos XVIII y XIX y fue en la primera mitad del sigo XX cuando
tomd mayor relevancia.

e En los dltimos afios se ha incrementado el interés por introducir un nuevo enfoque, motivado
en gran parte por las investigaciones concernientes en las dreas de la economia, las finanzas, las
ciencias de los materiales y otras disciplinas.



Calculo de Variaciones: Problema clasico de calculo

de variaciones con puntos fijos finales

Supongamos que tenemos:
T: [ty, t;] un intervalo compacto en R.
L(t, x(t),x(t)) : T x R" x R™ — R una funcién continua, asumiremos que L es C2.

x(fp) = & y x(t) = &; dos puntos fijos en R".
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I(x) = /tt1 L(t, x(t), x(1))dt
0



Calculo de Variaciones: Problema clasico de calculo

de variaciones con puntos fijos finales

Supongamos que tenemos:
T: [ty, t;] un intervalo compacto en R.
L(t, x(t),x(t)) : T x R" x R™ — R una funcién continua, asumiremos que L es C2.
x(fp) = & y x(t) = &; dos puntos fijos en R".

El problema clasico de cdlculo de variaciones con puntos fijos finales (P) consiste en minimizar
la funcional:

I(x) = /tt1 L(t, x(t), x(1))dt
0

Sujeto a
(@) x: T — R", C" a pedazos.

(b) x(fo) = &y x(t1) = &1.



Calculo de Variaciones: Problema clasico de calculo

de variaciones con puntos fijos finales

Ejemplo:

Sea T: [0, 1] un intervalo compacto en R.

Minimizar la funcional:
1
1) ::/ X2 4 K2t
0

Sujeto a
(@) x: T — R", C" a pedazos.
(b) x(0) =0y x(1) =1.

En este caso L(t, x(1), X(1)):=x® + X2, 1y =0, =1, =0y & = 1.
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de variaciones con puntos fijos finales




Calculo de Variaciones: Problema clasico de calculo

de variaciones con puntos fijos finales

Definicion: Un arco o trayectoria x: T — R que satisface las restricciones (a) y (b) se le
1lama arco o trayectoria admisible.



Calculo de Variaciones: Problema clasico de calculo

de variaciones con puntos fijos finales

Definicion: Un arco o trayectoria x: T — R que satisface las restricciones (a) y (b) se le
1lama arco o trayectoria admisible.

Definicion: Six: T — R"es C' a pedazos, definimos

lIx[lo := sup |x(t)],
teT

lIx|l1 == sup(Ix ()] + [x(D)])-
teT



Calculo de Variaciones: Problema clasico de calculo

de variaciones con puntos fijos finales

Definicién: Un arco admisible X es una solucién global de (P) si I(x) < I(y) para toda
trayectoria admisible y. Diremos que X es un minimo fuerte de (P) si existe ¢ > 0 tal que
I(x) < I(y) para toda trayectoria admisible y que satisface ||y — X||p < e. Diremos que X es
un minimo débil de (P) si existe € > 0 tal que /(x) < /(y) para toda trayectoria admisible y
que satisface ||y — x|y < e. Diremos que el arco admisible x es una solucién global estricta
de (P) si x es una solucién global de (P) y ademds /(x) = I(y) s6lo en el caso en que X = y.
Las definiciones para minimos estrictos fuertes y débiles se establecen andlogamente.



Calculo de Variaciones: Problema clasico de calculo

de variaciones con puntos fijos finales

Definicién: Un arco admisible X es una solucién global de (P) si I(x) < I(y) para toda
trayectoria admisible y. Diremos que X es un minimo fuerte de (P) si existe ¢ > 0 tal que
I(x) < I(y) para toda trayectoria admisible y que satisface ||y — X||p < e. Diremos que X es
un minimo débil de (P) si existe € > 0 tal que /(x) < /(y) para toda trayectoria admisible y
que satisface ||y — x|y < e. Diremos que el arco admisible x es una solucién global estricta
de (P) si x es una solucién global de (P) y ademds /(x) = I(y) s6lo en el caso en que X = y.
Las definiciones para minimos estrictos fuertes y débiles se establecen andlogamente.

Definicion:Obsérvese que si x es una solucién global de (P), entonces X es un minimo fuerte
de (P) y, a su vez, si X es un minimo fuerte de (P), entonces X es un minimo débil de (P).



Calculo de Variaciones: Condicion necesaria de

Euler-Lagrange

e La condicion de Euler-Lagrange es la condicién necesaria de primer orden para ptimo local
mds importante del cdlculo de variaciones.

o Indica si la trayectoria propuesta es un candidato a solucionar el problema P.



Calculo de Variaciones: Condicion necesaria de

Euler-Lagrange

e La condicion de Euler-Lagrange es la condicién necesaria de primer orden para ptimo local
mds importante del cdlculo de variaciones.

o Indica si la trayectoria propuesta es un candidato a solucionar el problema P.

Teorema: Supongamos que xo es un minimo débil de (P). Entonces existe una
constante ¢ € R" tal que

t
L;((t,xo(t),)'(o(t))zft Lu(s, Xo(s), %o(8))ds + ¢* (te T).

A esta expresion se le conoce como la forma integral de la ecuacion de Euler.

La ecuacién de Euler también la podemos escribir en su forma diferencial de la siguiente forma

%Lx(t Xo(1), Xo(1)) = Lx(t, xo(1), Xo(1)) (L€ T).



Calculo de Variaciones: Condicidon necesaria de

Euler-Lagrange

En un punto esquina de Xg la derivada d/df se interpreta como una derivada izquierda o derecha.
La ecuacion de Euler en su forma diferencial se cumple aun cuando Xg no tenga una segunda
derivada.
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Euler-Lagrange

En un punto esquina de Xg la derivada d/df se interpreta como una derivada izquierda o derecha.
La ecuacion de Euler en su forma diferencial se cumple aun cuando Xg no tenga una segunda
derivada.

Observacion: Puede suceder que la forma integral de la ecuacién de Euler no sea equiva-
lente a la ecuacion de Euler. De hecho, si un arco x satisface la forma integral de la ecuacién
de Euler, entonces x satisface la ecuacién de Euler. El reciproco, puede ser falso si la funcién
t — Ly (t, x(t), x(t)) noes continuaen T.



Calculo de Variaciones: Condicion necesaria de

Euler-Lagrange

En un punto esquina de Xg la derivada d/df se interpreta como una derivada izquierda o derecha.
La ecuacion de Euler en su forma diferencial se cumple aun cuando Xg no tenga una segunda
derivada.

Observacion: Puede suceder que la forma integral de la ecuacién de Euler no sea equiva-
lente a la ecuacion de Euler. De hecho, si un arco x satisface la forma integral de la ecuacién
de Euler, entonces x satisface la ecuacién de Euler. El reciproco, puede ser falso si la funcién
t — Ly (t, x(t), x(t)) noes continuaen T.

SixesC2en T yLes C2en T x R" x R", 1a ecuacién de Euler se convierte en

L+ Licx(t) + Ligk(t) =Ly (teT)
donde los argumentos en las derivadas de L son (¢, x(t), X(t)). Por Io tanto, si x es C?en Ty L
es C2en T x R" x R", entonces la ecuacién de Euler es una ecuacién diferencial de segundo

grado y de esta manera dicha ecuacion es una herramienta fundamental para obtener candidatos
X aresolver el problema (P).



Calculo de Variaciones: Condicion necesaria de

Euler-Lagrange

Ejemplo:

Minimizar la funcional:
1
1) :=/ X2 4 K2dt.
0

L(t, x,X):=x2 + X2
Lx(t, x, x):=2x
Ly (t, x, x):=2x
La ecuacion de Euler seria: X — x=0
es una ecuacion de segundo orden homogénea, cuya solucién es de la forma.
x(t) = Aexp(t) + Bexp(—t)

X(1) = B exp(t) — gotaly exp(—1)



Calculo de Variaciones: Condicidon necesaria de

Weierstrass

e Proporciona una condicion necesaria de primer orden para un minimo débil o fuerte.



Calculo de Variaciones: Condicion necesaria de

Weierstrass

e Proporciona una condicion necesaria de primer orden para un minimo débil o fuerte.
Definicion: Definamos E: T x R" x R" x R" — R por

E(t, x,x,u) := L(t,x,u) — L(t,x, x) — Lg(t,x, X)(u — X).

A la funcién E se le llama la funcién exceso de Weierstrass de L.



Calculo de Variaciones: Condicion necesaria de

Weierstrass

e Proporciona una condicion necesaria de primer orden para un minimo débil o fuerte.
Definicion: Definamos E: T x R" x R" x R" — R por

E(t, x,x,u) := L(t,x,u) — L(t,x, x) — Lg(t,x, X)(u — X).

A la funcién E se le llama la funcién exceso de Weierstrass de L.

Teorema: Sea xo un minimo débil de (P). Entonces existe o > 0 tal que

E(t, xo(t), %o(t),u) >0 paratoda(t,u) € T x R" con |u— x(t)| < o.



Calculo de Variaciones: Condicion necesaria de

Weierstrass

e Proporciona una condicion necesaria de primer orden para un minimo débil o fuerte.
Definicion: Definamos E: T x R" x R" x R" — R por

E(t, x,x,u) := L(t,x,u) — L(t,x, x) — Lg(t,x, X)(u — X).

A la funcién E se le llama la funcién exceso de Weierstrass de L.

Teorema: Sea xo un minimo débil de (P). Entonces existe o > 0 tal que

E(t, xo(t), %o(t),u) >0 paratoda(t,u) € T x R" con |u— x(t)| < o.

Teorema: Sea xy un minimo fuerte de (P). Entonces

E(t, xo(t), Xo(t),u) >0 paratoda(t,u) € T x R".



Calculo de Variaciones: Condicion necesaria de

Weierstrass

Ejemplo

X0 = g1 OP(t) — apy—7 exP(—t)

Sea Xp un minimo débil de (P)

L(t, x, u)= X% + U?

L(t, x, X)= X% + x2

Li(t, x, ) =2x

E(t, X0, Xo, U)= XZ + U2 - X2 - X3- 2% (U — Xo)
entonces

E(t, X0, X, U) = U? — 2%u + X3 = (u—X)2 >0



Calculo de Variaciones: Condicion necesaria de

Legendre

o El siguiente resultado da una condicién necesaria de segundo orden.

Corolario: Si xg satisface la condicién de Weierstrass para un minimo débil, entonces la
matriz Hessiana L, es semi-definida positiva a lo largo de Xp, esto es, para toda h € R" y para
todate T,

(h, Lz (t, Xo(1), Xo(1))h) > 0.

Ejemplo:
L(t, x,X) = X% + X2
Lx(t, x,x)=2x
Li(t, x,x)=2x

L)'()'((t,X,)-():2>0



Célculo de Variaciones: Positividad regular

Definicién: A una solucién Xy de la forma integral de la ecuacién de Euler se le llamard
extremal. A un extremal sin esquinas se le llamara extremo. Un extremal estd constituido de un
nimero finito de subarcos los cuales son extremos. A un arco admisible xg se le dird no singular
si el determinante

| L (t, Xo(1), Xo(1))] # O
paratodat € T.
Definicion: La integral / se llamard positiva regular si
(h, Ly (t, x, X)h) >0
para toda (t, x,X) € T x R" x R" y para toda h # 0.

Teorema: Si / es positiva regular, entonces
E(t,x,x,u) >0

para toda (t, x, X, u) € T x R" x R" x R" con u # X. Ademds, todo extremal es un extremo
no singular.



Calculo de Variaciones: La condicion de Jacobi

La teorfa de Jacobi consiste en caracterizar a la no negatividad de la segunda variacion sobre el
conjunto de variaciones admisibles con las condiciones de Legendre y Jacobi.

Se define la segunda variacién

I" (X0, -) de I alo largo de un arco admisible Xq toma la forma

]
(%0, ) = /t 20 (t, y(1), (1),

donde
2w(t,y,¥) = (¥, bay) + 208, Lixy) + (1, Lii¥)
y los argumentos en las derivadas de L son (t, Xo(t), Xo(t)). Ademds, si Xo es un minimo débil

de (P), entonces
IH(XOv J’) > 0

Teorema: Si un arco no singular sin esquinas X es un minimo débil de (P), entonces no hay
ningiin punto S € (fy, t;) conjugado a t = fy sobre Xg.



Calculo de Variaciones: La condicion de Jacobi

Teorema: La desigualdad /" (Xg, y) > 0 se cumple para toda y 7# 0 en Y siy solo si no
existe ningtn punto ¢ € (1o, #] conjugado a fy sobre xp.

Teorema: La desigualdad /"(Xp, y) > O se cumple para toda y en Y si y solo si no existe
ningiin punto ¢ € (fy, t;) conjugado a f, sobre Xg.

Teorema: Si I”(xp, y) > O paratoda y € Y, entonces Ly (t, Xo(t), Xo(t)) > O para toda
teT.

Teorema: La desigualdad /' (xp, y) > O se cumple para toda y en Y siy solo si no existe
ningtin punto ¢ € (fy, t;) conjugado a ty sobre Xg y Ly; (¢, Xo(t), Xo(t)) > O paratodat € T.

Teorema: La desigualdad /" (Xg, y) > 0 se cumple para toda y 7# 0 en Y siy solo si no
existe ningtin punto ¢ € (fy, t] conjugado a fy sobre Xg y Lyx(t, Xo(t), Xo(t)) > O para toda
teT.



Calculo de Variaciones: Teoremas de suficiencia

o El siguiente de suficiencia es el mds importante de la teorfa cldsica del cdlculo de variaciones
para minimos locales fuertes.



Calculo de Variaciones: Teoremas de suficiencia

o El siguiente de suficiencia es el mds importante de la teorfa cldsica del cdlculo de variaciones
para minimos locales fuertes.

Teorema: Sea Xq admisible de clase C'. Supongamos que

a. L;()'((f, Xo(t),)-(o(t)) >0 (t € T)

b. %Lx(trxo(t)7xo(t)) = LX(t7XO(t)7)-(O(t)) (t € T)
c. Para alguna € > 0, E(t, x, X, u) > 0 para (¢, X, X, u) con (t, x, X) € T1(Xo; €).
d. ¢ € (fy, t] = ¢ no es un punto conjugado a fy sobre Xg.

Entonces Xg es un minimo fuerte estricto de (P).



Calculo de Variaciones: Teoremas de suficiencia

o El siguiente teorema es mds importante de suficienciade la teoria clésica del calculo de varia-
ciones para minimos locales débiles.



Calculo de Variaciones: Teoremas de suficiencia

o El siguiente teorema es mds importante de suficienciade la teoria cldsica del célculo de varia-
ciones para minimos locales débiles.

Teorema: Sea xg admisible de clase C'. Supongamos que
a. Ly (t, xo(t), Xo(t)) >0 (teT).
b. & Li(t: X0(1), Xo(1)) = Lx(t, x0(t), %o(t)) (t € T).
c. ¢ € (ty, tj]] = ¢ no es un punto conjugado a fy sobre Xg.

Entonces Xg es un minimo débil estricto de (P).



Control Optimo: Introduccién

e La teoria del control 6ptimo empez6 a desarrollarse entre los afios 50 y 60 por un equipo de
matematicos rusos dirigidos por Pontryagin.

e Esta teorfa constituye una herramienta complementaria para resolver problemas como los de
optimizacién dindmica, incluyendo a la teori cldsica del cdlculo de variaciones y el principio de
optimalidad asociado a la ecuacion de Bellman.

e En teorfa de control 6ptimo se considera un sistema dindmico (evoluciona en el tiempo) en un
horizonte temporal dado.

e La situacion del sistema en cada instante f, se expresa mediante un vector n-dimensional de
variables de estado x(t), y la evolucién del sistema depende del valor que se da a un vector
m-dimensional de variables de control u(t)

e Mientras que el cdlculo de variaciones focaliza en la variable de estado, el control éptimo
focaliza en la variable control.



Control Optimo:Un modelo de un sector de la

economia

Asumiremos que

o El tinico factor que disminuye el capital por trabajador es la incorporacién de nuevos traba-
jadores a la economia.

o Xx(t) es el capital por trabajador al tiempo ¢
o P(t) es la tasa de produccién por trabajador al tiempo {.
o P(t)x(t) es la tasa de incremento del capital por trabajador a causa de la produccién.

o La poblacion tiene una tasa de crecimiento G(t) en el tiempo £, por lo tanto hay una tasa de
decrecimiento — G(t)x(t) del capital por trabajador a causa del crecimiento poblacional.

e Una fraccién u(t) de la produccién generada se mantiene en la economia y la fraccién
restante 1 — u(t) es consumida.

e De esta manera, la ecuacién x(t) = u(t)P(t)x(t) — G(t)x(t) proporciona la tasa de cam-
bio del capital por trabajador dada por la diferencia entre la tasa de incremento del capital no
consumido menos la tasa de incremento de capital a causadel crecimiento de la poblacién.



Control Optimo:Un modelo de un sector de la

economia

Consideremos el problema de elegir un plan de ahorro u(t) para incrementar o disminuir el
capital por trabajador de un punto inicial fijo £y a un punto terminal fijo &1, en un intervalo de
tiempo T := [fy, t;], mientras que se maximiza la tasa global de consumo

/ "1 w1t
fo

e Supongamos que el intervalo de tiempo es T = [0, 1],

e fo=(1/3)exp(2/3) y &1 = 1/3.

e La tasa de crecimiento G estd dada por G(t) := t1/2

o La produccién estd dada por P(t) := t1/2/2.

e Introduciremos dos restricciones con igualdades tiempo-estado-control
wg(t,x(t),u(t)) =0(B=1,2,teT).

En este caso, las funciones
estdn dadas por

o1(t, x, u) == xuexp(—u)—(1/2)x%u y @a(t, x,u) := Lx2u*—22 xu*+ P u* —atxu?.



Control Optimo: Planteamiento del problema

Supongamos que tenemos dados un intervalo T := [fy, ;] en R, dos puntos fijos & y &1 en R”,
y funciones L, fy o = (41, ..., ¢q) que mapean T X R” x R™ a R, R"” y R respectivamente.

Sea
A:={(t,x,u) € T xR"xR" | po(t,x,u) <0(a € R), pa(t,x,u) =0(8 € Q)}

donde R={1,...,r}yQ={r+1,...,9} (0<r <gq).Sir =0entonces R =0y
hacemos caso omiso de las funciones ¢ . Similarmente, Si r = q entonces Q = ) y hacemos
caso omiso de las funciones ¢g.

El problema de control éptimo de puntos fijos que consideraremos, denotado por (P), es el de
minimizar la funcional

I(x, u) = /tt1 L(t, x(t), u(t))dt

sobre todas las parejas (X, u) con x: T — R" absolutamente continuay u: T — R esencial-
mente acotada, que satisfacen las restricciones:

(@) x(t) = f(t,x(t),u(t)) (c.s.en T).
(b) x(fo) = &o, X(t) = &1.
(c) (t, x(t),u(t)) e A(teT).



Control Optimo: Planteamiento del problema

® Denotemos por X al espacio de las funciones absolutamente continuas que mapean T a R”,
por Us := L>°(T;R®) (s € N). Los elementos de X X Um los llamaremos procesos y un
proceso (X, u) es admisible si satisface (a)-(c). Un proceso (X, u) resuelve (P) si es admisible
e I(x,u) < I(y, v) para todos los procesos admisibles (y, v). Para minimos locales débiles, un
proceso admisible (X, ) es llamado un minimo débil de (P) si es un minimo para / relativo a la
norma

10, 0)l| := nf{C > 0 (x(2), u()| < C(e:s.en T},

es decir, si para alguna € > 0, /(x, u) < I(y, v) para todos los procesos admisibles (y, v) que
satisfacen ||(y, V) — (X, u)|| < e. Este es un minimo estricto si /(x, u) = I(y, v) solamente en
el caso en que (x, u) = (y, v).

e Se asumiré que las funciones L, f y ¢ son continuas y de clase C? con respecto a X y a U en
T x R" x R™.



Control Optimo: Planteamiento del problema

Continuando con nuestro modelo, demostraremos que al escoger un plan de ahorro u(t) en el
cual todo el capital producido P(t)x(t) es consumido al tiempo t, la tasa global de consumo

f01 [1 — u(t)]P(t)x(t)dt se maximiza localmente.



Control Optimo: Planteamiento del problema

Continuando con nuestro modelo, demostraremos que al escoger un plan de ahorro u(t) en el
cual todo el capital producido P(t)x(t) es consumido al tiempo t, la tasa global de consumo
f01 [1 — u(t)]P(t)x(t)dt se maximiza localmente.

El problema de control éptimo (P) consiste en minimizar

1
I(x, u) = /O (£'/2/2)x(D)[u(t) — 1]t

sobre todas las parejas (X, u) con x: T — R absolutamente continuay u: T — R esencial-
mente acotada.



Control Optimo: Planteamiento del problema

Continuando con nuestro modelo, demostraremos que al escoger un plan de ahorro u(t) en el
cual todo el capital producido P(t)x(t) es consumido al tiempo t, la tasa global de consumo
f01 [1 — u(t)]P(t)x(t)dt se maximiza localmente.

El problema de control éptimo (P) consiste en minimizar

1
I(x, u) = / (12 /2)x(t)[u(t) — 1]at
0
sobre todas las parejas (X, u) con x: T — R absolutamente continuay u: T — R esencial-
mente acotada.

sujeta a las restricciones:

(a) x(t) = (£'72/2)x(t)u(t) — t'/2x(t) (c.s. en [0, 1]).
(b) x(0) = (1/3)exp(2/3) y x(1) = 1/3.
(c) (t,x(t), u(t)) € A(te T).
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Aqui,

A:={(t,x,u)e TxRxR|pg(t,x,u)=0 (8 € Q)}
con Q= {1,2}.



Control Optimo: Planteamiento del problema

Aqui,
A:={(t,x,u)e TxRxR|pg(t,x,u)=0 (8 € Q)}
con Q= {1,2}.

Para este caso:
n=m=1
g=2yr=0
T=1[0,1]
So=(1/3)exp(2/3)y & =1/3
L(t, x, u) = (£'/2/2)x[u — 1]
f(t, x,u) = (1'/2/2)xu — t'/2x,
1(t, x, u) = xuexp(—u) — (1/2)x?u,

pa(t, x,u) = Px2u* — 22xu* 4 Pu* — 4ixuP.
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Teorema: Sea (Xo, Up) un proceso admisible. Asumamos que Za(Xo(-)) es constante a
pedazos en T,y supongamos que existen p € X, u € Ug con fu(t) > 0y pa(t)pa(Xo(t)) =
0 (a € R, t € T) tales que

p(t) = —Hg (%o(1), p(1), (1)) (c:s. en T), Hu(%o(t), p(t), u(t)) = 0 (t € T),

y las siguientes condiciones son satisfechas:

() Fuu(Xo(f)) > 0 (c.s.en T).

(i) J" ((x0, Uo); (¥, v)) > O paratoda (y, v) # (0,0), (v, v) € X x L2(T; R™) que satisface
@ y(t) = Ko (D)) (1) + fu(X () V(1) (c:s.en T), y(t) = y(t) = 0.

(1) wax(Xo(1))y () +pau(Xo(t))v(t) <0 (cs.en T, o € Za(%o(1))), wpx(Xo(1))y(H)+
epu(X(t))v(t) =0(cs.en T, B € Q).
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(iii) Para algunas h, e > 0, si (X, u) es admisible con ||(X, u) — (Xo, Up)|| < €, entonces
]
/ E(t, x(t), up(t), u(t))dt > hD(u — up).
o

Entonces existen p, § > 0 tales que si (X, U) es admisible con ||(X, u) — (Xo, Up)|| < p,
I(x, u) > I(x0, Up) + 6D(u — up).

En particular, (Xg, Ug) es un minimo estricto débil de (P).
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Ejemplo: Siguiendo con nuestro modelo econémico
Sea (Xp, Up) = ((1/3) exp{(2/3)[1 — £3/2]},0) la cual es admisible.

e Definamos
H(t, x, u, p, ) = (p, f(t, x, u)) — L(t, x, u) — (u, (1, X, 0)).

Para toda (t, x, u,p, 1) € T x R” x R™ x R" x RY sea
Tenemos que
Seap=1/2,

/2
4[1 — (1/6) exp{(2/3)[1 — 3/2]}]

() == y pe(t):=0 (teT).

Se puede verificar facilmente que (Xg, Ug, P, 1) satisface la condicién de primer orden del Teo-
rema.
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e Dadas p € X'y pu € Ug definamos, para toda (t, x,u) € T x R” x R,

F(tv X, U) = —H(l‘,X, va(t)7u(t)) - <p(f),X>.

En nuestro caso, la funcién F estd dada por

2 tV2[xuexp(—u) — (1/2)x24]

P ) = =3 = S~ (1/6) expl(2/3)[1 — £/2]}]

y por lo tanto,

t'/2 exp{(2/3)[1 — t3/2]}
[1—(1/6)exp{(2/3)[1 — t*/2]}]

Fuu(%(t)) = 5 (teT)

lo que implica que (Xg, Ug) es Singulary se satisface la hipétesis (i) del Teorema.
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© Definimos la segunda variacién de J con respecto a (X, U) € X X Um sobre (y, V) € X X
L?(T;R™) dada por

(o o) = [ " 20(ty(0). v(t))et

0

donde, para toda (t,y,v) € T x R” x R™,
2Q(t,y, v) == (¥, Fx(X(1))y) + 2(y, Fu(X(1))v) + (v, Fuu(X(1))v).

e Dadas p € X'y pu € Ug, decimos que (Xp, Up, P, 1) (0 a veces que (Xg, Up)) es no singular
si el determinante

|Fuu(X% (1) = | = Huu (%o (1), p(1), p(1))| # 0 (t € T).
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También, observemos que, paratoda t € T,

t'/2 exp{(2/3)[1 — £3/2]}

f(o(t) =—t'2 y fu(%(t) = 6

y por lo tanto (y, v) satisface (a) y (b) de la hipétesis (ii) si y solo si

t'/2 exp{(2/3)[1 — t3/2]}
6

y(t)y = —t"2y(t) + v(t) (c.s.en T),

(1/3) exp{(2/3)[1 — £3/2]}[1 — (1/6) exp{(2/3)[1 — £3/2]}]v(t) = 0 (c.s.en T).

En consecuencia, no existe ninguna (y, v) € X x L?(T; R) no nula que satisfaga (a) y (b) de la
hipétesis (ii) del teorema y por lo tanto la hipétesis (ii) se cumple.
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e Denotemos por E a la funcién exceso de Weierstrass con respecto a F,
E(t,X, u, V) = F(t7 X, V) - F(t7X7 U) - Fu(t,X7 U)(V - U).
e Paratoda u € L'(T; R™) sea
t
D(u) := / V(u(t))dt donde V(b):= (1 + [b[2)"/2 — 1.
f
e Paratoda (t,x,u) € T x R” x R, sea

Za(t, x,u) := {a € R pa(t, x,u) = 0},

el conjunto de indices activos de (1, X, u).
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Para demostrar la hipétesis (iii) del Teorema, se supone que ésta no secumple

Entonces para toda g € N, existe un proceso admisible (Xg, Uq) tal que

1
ll(xq, tq) — (x0, Uo)| < 7

1
| e, (0). ()t < <Dl ~ wo).

Notemos que la tltima desigualdad implica que ug # 0 (q € N).

El desarrollo de la demostracién se puede consultar a detalle en la tesis completa, en dicha
demostracion llegamos a una contradiccion.

Y en consecuencia, podemos decir que existen h; > 0 tales que la condicion (iii) del Teorema es
satisfecha.

Por lo tanto, (x0; u0) es un minimo estricto débil de (P).
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Corolario: Sea (X, Up) un proceso admisible con Uy continua. Asumamos que Za(Xo(-))
es constante a pedazos en T, y supongamos que existen p € X, u € Ug con pa(t) > 0y
ta(t)pa(Xo(t)) =0 (a € R, t € T) tales que

p(t) = —Hg (%o(1), p(1), (1)) (c:s.en T), Hu(%o(t), p(t), u(t)) = 0 (t € T),

y las siguientes condiciones son satisfechas:

(i) Fuu(X%(t)) >0(te T).

(i) J"’((x0, Up); (¥, v)) > 0 para todas las (y,v) # (0,0), (y,v) € X x L2(T;R™) que
satisfacen

@ y(t) = Ko (D)) (1) + fu(X () V(L) (c:s.en T), y(to) = y(t) = O.

(®) pax(Xo(1))y (D) +pau(Xo())v(t) < 0(cs.en T, a € Za(Xo(1))), wpx(Xo(1))y(t)+
wpu(Xo(t))v(t) =0(cs.en T, B € Q).
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Entonces existen p, 6 > 0 tales que si (X, U) es admisible con ||(X, u) — (Xg, Up)|| < p,

I(X7 U) > I(XO» UO) + (SD(U - UO)'
En particular, (Xp, Up) es un minimo estricto débil de (P).

Ejemplo: Sea~ > 0y sea (P-) el problema de minimizar
hoow) = ["{G/2)8(0 + () - DA}t
Sujeto a
(@ x(t) = w (1) (t € [0,7]),

(b) x(0) = x(7w) =0,
©@U2(t) — () — () <0 y wu(t)—up(t) <0 (tel0,n]).
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Enestecaso T = [0, 7], n=1,m=2,g=2,r=2,§=¢& =0,

L(t,x,u) = (v/2)u5 + Sup — X3, f(t,x,u) = uy,

o1(u) = U2 —up —uy, po(U) = Uy — Up.

En consecuencia
H(t7xvu7pvu):pu1_(7/2) _7U2+ X _M1[U1 _UZ_U1]_N2[U1_U2]

y por lo tanto
Hx(t,X, u:p:#) =X,

HLl(t7X7 u:puu) = (p*2,LL1U1 + o = pp, Uz — % + +,u2)

Sea (Xp, Up) = (0,0, 0) la cual es admisible. Notemos que Za(Up(f)) = {1, 2} es cons-
tante en 7.
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Si definimos (p, ) = (—3, 5,0), entonces, p1(t), u2(t) > 0, p1(H)e1(Uo(t)) =0y
t2(t)p2(Uo(t)) =0 (t € T).

También, (Xg, Up, P, 1) satisface la condicién de primer orden del corolario.

Tenemos que, para toda (¢, x, u) € T x R x R®

F(t,x,u) = Juf + (v/2)u5 — 3x°.

Por lo tanto,
Fua®) = (5 2) e,

y por lo tanto la hipétesis (i) se verifica.
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También,
Fxx(%(1)) = =1y Fxu(X%(t)) = (0,0) (t € T),

yen consecuencia

J"((x0, to): (v, v)) = /Oﬂ{vf(f) +v5(t) - yA(D)}dt > 0

para toda (y, v) # (0,0), (v, v) € X x [2(T;R?)

que satisface y(f) = v4(t) (c.s.en T), y(0) = y(m) = 0, —vy(t) — vo(t) <0, vy () —
Vo(t) <0 (cs.enT).

Consecuentemente, la hipdtesis (ii) es satisfecha.

Por el corolario, (X, Up) es un minimo estricto débil de (P-).
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